FO 24 - Limites - Gendarmes et comparaison

Cours

Motivation : Certaines fonctions n’admettent pas de limites, mais composées avec d’autres, peuvent en
admettre. Dans ces cas la, les opérations ne s’appliquent pas. On utilisera alors d’autres techniques pour
déterminer les limites.

Exemple :
) sin(x
On cherche lim (z)
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—y = @ Le sinus étant périodique, il n’admet pas de limite en +oo.
1 / Pourtant sur le graphique, on semble observer :
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Théoréme des gendarmes : Soient f, g et h trois fonctions définies sur un intervalle I contenant a
(éventuellement au bord de I). On suppose que :

o Ve I'\{a},g(z) < fz) < h(x);
e lim g(z) = lim h(z) = L.
Tr—a T—a
Alors la fonction f admet une limite en a et on a :

lim f(z) = L.

Tr—a

Exemple : On cherche lim sin(z)
Tr—+00 €T

On sait que pour tout x € R, —1 < sin(x) < 1.
Donc pour tout z > 0, on a :
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Or, on sait que :
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Par le théoreme des gendarmes, on en déduit que :
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Remarques :

Le théoreme des gendarmes s’applique également pour les limites a droite et a gauche.

Ce théoréme ne s’applique que pour déterminer des limites finies.

La difficulté consiste souvent & trouver les fonctions g et h adaptées et montrer I’encadrement.

Pour déterminer des limites infinies, on utilisera les théorémes de comparaison.

Propriété : Vo € R, —1 <sin(z) <1 et —1 < cos(z) < 1.



Théorémes de comparaison : Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle I contenant a
(éventuellement au bord de I). On suppose que :

o SiVx € I\ {a}, f(z) > g(x) et glclgtllg(x) = +00
Alors ligl f(z) = +o0.

o SiVx e I\ {a}, f(z) < g(x) et iﬁ%g(x) = —00
Alors liLn f(z) = —o0.

Exemple : On cherche lim z + sin(x)
T——00

On sait que pour tout x € R, sin(z) <1
Donc pour tout z € R, on a :

xr+sin(z) <z + 1.
Or, on sait que :
lim (z +1) = —o0.
T——00

Par le théoréme de comparaison, on en déduit que :

lim z 4+ sin(zr) = —oc.
T——00

Exercices

Exercice 1 : Déterminer les limites suivantes en utilisant le théoréeme des gendarmes.
. cos(x
1. lim (z)
T—+00 €T

2. lim Los(m)
T——400 €T

3. lim zsin(x)
z—0

2 cos(x) + 3sin(z)
z—+00 2 +x

Exercice 2 : Déterminer les limites suivantes en utilisant les théorémes de comparaison.

1. lim V224 =x

Tr—+00o
2. lim va?2+zx
r—r—00

3. lim z + cos(x)
r—+00

4. lim x + cos(z)
T—>—00

Exercice 3 : Déterminer les limites suivantes en utilisant el théoréme adapté.

1. lim e®sin(z)

z—0+
. sin(x
2. lim (z)
Tr—+00 1’2

3. lim x + sin(x)
T——00

4. lim cos(z)e”

T——00



